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A propos de ce document

@ Pour naviguer dans le document, vous pouvez utiliser :

e le menu (en haut & gauche)
o |'icone en dessous du logo HEI
o les différents liens

e Pour signaler une erreur, vous pouvez envoyer un message a
I'adresse suivante : anthony.ridard@hei.fr
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Prérequis

@ Intégration sur un segment et primitives usuelles
o Fonctions usuelles et formules trigonométriques

@ Limites, croissances comparées, équivalents et développements
limités

Pour tester vos prérequis, un QCM vous attend sur Learning

HETY
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Avant de commencer

Les résultats sont énoncés pour un intervalle [a, b[ mais ils s'adaptent
sans difficulté a un intervalle ]a, b].
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Plan du cours

© Nature d'une intégrale généralisée
o Définitions
o Exemples de référence

© Premiéres méthodes
o Linéarité
@ Intégration par parties
@ Changements de variable

© Cas des fonctions positives
@ Une CNS de convergence
@ Des théorémes de comparaison

@ Cas des fonctions réelles ou complexes
o Cas complexe

@ Convergence absolue I_,I Ej_
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemples de référence

@ Nature d'une intégrale généralisée

Dans cette section, f désigne une fonction de R dans R.
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemplos de référence

© Nature d'une intégrale généralisée
o Définitions
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Nature d'une intagrale ganéralisae
Définitions
Exemplos de référence

Définition (un seul probléme en une borne infinie : b = +00)

Soit f continue sur [a, +oo[ avec a € R.

o " , . . 0 +oo 0 X
On dit que I'intégrale généralisée [, f(t) dt converge si [ f(t) dt
admet une limite réelle quand x tend vers +oco. Dans ce cas, on a :

—+o0 X
/;,, f(t)dtzxﬂToo/a f(t) dt.

Dans le cas contraire, on dit que |'intégrale généralisée f:oo f(t) dt
diverge.

o f 1+t2
Q Jy et
Q [ Fsintdt
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemplos de référence

Questions :
Q Si ¢ €]a, +0o0[, que pouvons-nous dire des intégrales f:oo f(t)dt et
[t dt? [ i dt

c 1+¢2
-1

© Que se passe-t-il si le probléeme est en —co? [~ L dt

o0 tfz
Remarques :
o Etudier la nature d'une intégrale généralisée revient a dire si elle
converge ou si elle diverge.
@ Ne pas confondre la nature d’une intégrale généralisée et la valeur
d'une intégrale généralisée.
@ Si on nous demande d'étudier la nature et de calculer la valeur d'une
intégrale généralisée, le calcul de la valeur de I'intégrale prouve la
convergence de l'intégrale généralisée. HET
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemplos de référence

Propriété (divergence grossiére)

Soit f continue sur [a,+oo[ avec a € R.

Si f admet en +oo une limite non nulle (finie ou infinie), alors
f+°° f(t) dt diverge (grossiérement).

Exemple

+oo ¢
fO 2t+3 dt

W
A

A

Question : Cette condition suffisante de divergence est-elle nécessaire ?

HETY
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemplos de référence

Définition (un seul probléme en une borne finie : b € R)

Soit f continue sur [a, b[ avec —o0 < a < b < +00.

. e L2 o B b . X
On d.lt que I'intégrale généralisée [ f(t)dt converge si [ f(t)dt admet
une limite réelle quand x tend vers b a gauche. Dans ce cas, on a :

/abf(t)dtle_im/: f(t)dt.

. . B b .
Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale généralisée [ f(t) dt diverge.

1
Q J; \/%dt
Q Jyat

Ll

Question : Que se passe-t-il si I'on remplace [a, b[ par ]a, b] 7 fol % dt
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemplos de référence

Propriété (convergence triviale)

Soit f continue sur [a, b[ avec —o0 < a < b < +00.

. Lo . b
Si f admet une limite a gauche réelle en b, alors [ f(t) dt converge
(trivialement).

| A

Exemple

Jo %2 o

t

A\

Question : Cette condition suffisante de convergence est-elle nécessaire ?

HETY
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemplos de référence

Définition (un seul probléme a l'intérieur de l'intervalle)

Soit f continue sur [a, c[U]c, b] avec —oco < a < ¢ < b < +00.

On dit que fab f(t) dt converge si 1 f(t)dt et fcb f(t) dt convergent.
Dans ce cas, on a :

/ab f(t)dt = /: f(t) dt+/cbf(t)dt.

Dans le cas contraire, on dit que fab f(t) dt diverge.

o [ lat

t

1
(=) fqﬁdt
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Nature d'une intagrale ganéralisae
Définitions
Exemplos de référence

Définition (plusieurs problémes)

Soit f continue sur |a, b avec —co0 < a < b < +o0.
On dit que fab f(t) dt converge s'il existe un réel ¢ €]a, b tel que
[ f(t) dt et fcb f(t) dt convergent. Dans ce cas, on a :

/ab f(t)dt = /: f(t) dt+/cbf(t)dt.

Dans le cas contraire, on dit que fab f(t) dt diverge.

Question : La nature de l'intégrale dépend-elle du choix de ¢?

1
o fo t(11—t) dt

=i~

1
Q[ ﬁdt
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemples de référence

© Nature d'une intégrale généralisée

@ Exemples de référence
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemples de référence

Propriété (intégrales de Riemann)

o [7°° L dt converge & a > 1

1
® [y = dt converge & a < 1

Question : Que se passe-t-il si I'on remplace la borne 1 par un autre réel
strictement positif 7

HETY
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Nature d'une intégrale généralisée

Définitions
Exemples de référence

Propriété (intégrale d'une exponentielle)

Si a > 0, l'intégrale f0+°° et dt converge.

Questions :
© Que se passe-t-il si I'on remplace la borne 0 par un autre réel?
© Que se passe-t-il sia<07?

HETY
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Premiéres méthodes Linéarite
e pe e [ o

Changements de variable

© Premiéres méthodes

Dans cette section, f désigne une fonction réelle continue sur [a, b[ avec
—o0o < a< b< +oo.
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Premiéres méthodes Linéarite
Intégration par parties

Changements de variable

© Premiéres méthodes
o Linéarité
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Premiéres méthodes Linéarite
e et [ o
Changements de variable

Propriété

e Soit A € R*. Les intégrales fab f(t)dt et fab)\f(t) dt ont méme
nature.
En cas de convergence, on a :

/ab)\f(t)dt: )\/abf(t)dt

@ Soit g continue sur [a, b[. Si deux des trois intégrales f f(t) dt,
f g(t) dt et f (f + g)(t) dt convergent, alors la troisiéme converge

et on a 5
b b b
f(t)dt+ | g(t)dt= [ (f+g)(t)dt
oo [[sa= |
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Premiéres méthodes Linéarite
e et [ o

Changements de variable

Questions :

© Que se passe-t-il si, sur les trois intégrales, une converge et une
diverge?

© Une combinaison linéaire de deux intégrales divergentes est-elle
divergente ?
On pourra considérer A= [[* t dt, B = [;"™° 241 dt et
C=A-B.

HETY
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Premiéres méthodes Linéarite
e re e [ o

Changements de variable

© Premiéres méthodes

@ Intégration par parties
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Premiéres méthodes Linéarite
e re e [ o
Changements de variable

Propriété

Soit u et v deux fonctions de classe C! sur [a, b[.

Si uv admet une limite réelle en b a gauche, alors les intégrales
be be A

S, (u'v)(t) dt et [(uv')(t) dt ont méme nature.

En cas de convergence, on a :

/(u’v)(t)dt: lim uv(x)—uv(a)—/ (uw/)(t) dt

xX—b—

| \

Exemples
0 [, tetdt
O [, Intdt

v

Remarque : On peut aussi revenir a la définition de la convergence d' ur?[ ¥
intégrale généralisée : on utilise alors |'intégration par parties des —
intégrales non généralisées puis on passe a la limite.

HEI 2 - 2015/2016 Chapitre 01 : Intégrales généralisées



Premiéres méthodes Linéarite
e rpe e [ o

Changements de variable

© Premiéres méthodes

@ Changements de variable
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Premiéres méthodes Linéarite
e rpe e [ o
Changements de variable

Propriété (changement de variable direct)

S'il existe 0 de classe C! sur [a, b[ admettant une limite / (finie ou
infinie) en b a gauche et g continue sur 0([a, b[) telles que f = (g0 0)¢’,

b
alors [ f(t) dt et fg g(u) du ont méme nature.
En cas de convergence elles sont égales.

| \

Exemple

COSt — H
fo S dt (poser x = sin t)

HETY
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Premiéres méthodes Linéarite
e rpe e [ o

Changements de variable

Voici une application (& compléter) trés pratique :

Propriété (intégrales de Riemann en a)

Soit a € R.
+o00
at+l (t—a)> a)a

° f:+1 = a)a dt converge < -

° dt converge & -

HETY
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Premiéres méthodes Linéarite
e rpe e [ o
Changements de variable

Propriété (changement de variable bijectif)

S'il existe une bijection ¢ : [a, B[~ [a, b[ croissante et de classe C!, alors

les intégrales fab f(t)dt et ff(f o ¢(u))¢’(u) du ont méme nature.
En cas de convergence, elles sont égales.

Question : Que se passe-t-il si la bijection est décroissante?

fol \/ 155 dt (poser t = sin® x)

Remarque : L3 encore, on peut revenir A la définition de la convergence
d'une intégrale généralisée : on utilise alors les changements de variable
des intégrales non généralisées puis on passe a la limite. HEY
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Cas des fonctions positives Une CNS de convergence

Des théorémes de comparaison

© Cas des fonctions positives

Dans cette section, f désigne une fonction réelle continue et positive sur
[a, b] avec —c0 < a < b < +00.
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Cas des fonctions positives Une CNS de convergence

Des théorémes de comparaison

© Cas des fonctions positives
@ Une CNS de convergence
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Cas des fonctions positives Une CNS de convergence

Des théorémes de comparaison

Le théoréme de la limite monotone entraine :

Propriété

L'intégrale fab f(t) dt converge si et seulement si F, : x — [ f(t) dt est
majorée sur [a, b|.

HETY
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Cas des fonctions positives Une CNS de convergence

Des théorémes de comparaison

© Cas des fonctions positives

@ Des théorémes de comparaison
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Une CNS de convergence

Cas des fonctions positives Des théorémes de comparaison

Théoréme (de majoration et minoration)

Soit g une fonction continue sur [a, b[ telle que
Vt € [a, b[, 0 < f(t) < g(t).

e Si fab g(t) dt converge, alors fab f(t) dt converge aussi
o Si fab f(t) dt diverge, alors fab g(t) dt diverge aussi

Questions :
O Que se passe-t-il si la positivité, I'inégalité ou la convergence n'est
vraie que sur [c, b[C [a, b[?
@ Que se passe-t-il si la fonction est négative ? change de signe?

0 [Fetdt
Q [ Bt

o _ o 0 z
o/ * t3e~t dt (on pourra utiliser les croissances comparées et la
définition d'une limite)
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Une CNS de convergence
Des théorémes de comparaison

Cas des fonctions positives

Théoréme (d'équivalence)

Si f est équivalente 3 une fonction g de signe constant au voisinage de
_ o b b .
b~ alors les intégrales [ f(t)dt et [ g(t) dt ont méme nature.

Questions :
© Que se passe-t-il si la fonction g change de signe ?

© Quel est I'inconvénient principal de ces méthodes de comparaison ?

o Jy st

+oo 2 +1
2 f t4+1

HETY
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Cas complexe
G direln

Cas des fonctions réelles ou complexes

@ Cas des fonctions réelles ou complexes
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Cas complexe
G direlhn

Cas des fonctions réelles ou complexes

@ Cas des fonctions réelles ou complexes
o Cas complexe

Soit f une fonction complexe continue sur [a, b[ avec
—00 < a< b< +oo.
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Cas complexe
G direlhn

Cas des fonctions réelles ou complexes

Définition
L'intégrale fab f(t) dt converge si et seulement si fab R(F(t)) dt et

fab S(F(t)) dt convergent.
Dans ce cas, on a :

/b £(t) dt—/b%(f(t))dt+i/b%(f(t))dt
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Cas complexe
e direlhn

Cas des fonctions réelles ou complexes

@ Cas des fonctions réelles ou complexes

@ Convergence absolue

Soit f une fonction réelle ou complexe continue sur [a, b[ avec HEY
—00 < a< b< +oo.
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Cas complexe
e direlhn

Cas des fonctions réelles ou complexes

Définition (convergence absolue)

On dit que I'intégrale fab f(t) dt converge absolument si fab |f(t)| dt
converge.
(1) f""oo Sln tdf
Q[ %
HEY
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Cas complexe
e direlhn

Cas des fonctions réelles ou complexes

Propriété

. b
Si [, f(t) dt converge absolument, alors elle converge et on a :

/abf(t)dt </ab|f(t)dt

Question : Cette condition suffisante de convergence est-elle nécessaire ?
. +o0 eft
On pourra considérer [,"~ - dt

Définition (semi-convergence)

. o b . .
On dit que l'intégrale [ f(t) dt est semi-convergente si elle est
convergente mais pas absolument convergente.
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Cas complexe
e direlhn

Cas des fonctions réelles ou complexes

Fin du cours

Pour tester vos connaissances, un QCM vous attend sur Learning

HETY
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Annexes

Primitives usuelles

o [sinxdx = —cosx+ K

o [cosxdx=sinx+ K

e Soit a # 0.
o [sin(ax + b) dx = —%cos(ax—&— b) + K
o [cos(ax + b) dx = Lsin(ax + b) + K
ofeaxdx 1 aX-‘rK

o [u dx_ cuet) 4+ K avec a # —1.
of”(x)dx_ln(| (x )|)+K

° fHuzX)dx_Arctan( u(x))+ K

o [u(x)V/(x)dx = u(x)v(x) — [ u'(x)v(x) dx
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Annexes

Formules trigonométriques

o cos?x +sin’x=1

e Formules d’addition

cos(x + y) = cosxcosy —sinxsiny

sin(x 4+ y) = sin x cos y + cos xsin y

cos(x — y) = cos xcosy + sin xsin y

sin(x — y) = sinxcosy — cos xsiny

@ Formules de duplication
e cos2x =cos?x —sin?x =2cos?x —1=1—2sin®x
e sin2x = 2sin x cos x

HETY
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Annexes

Equivalents

@ sinx ~ x
0

@ tanx ~ x
0

o 1—cosx ~ x>
0
e eX—1~x
0

° |n(1+x)razxdonc InXTx—l
° Arctanx?x
° Arcsinxzx
@ shx ~ x
0

@ shx ~
+oo

o chx ~
+oco

HEI 2 - 2015/2016 Chapitre 01 : Intégrales génér



	Nature d'une intégrale généralisée
	Définitions
	Exemples de référence

	Premières méthodes
	Linéarité
	Intégration par parties
	Changements de variable

	Cas des fonctions positives
	Une CNS de convergence
	Des théorèmes de comparaison

	Cas des fonctions réelles ou complexes
	Cas complexe
	Convergence absolue


